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Concursul ,,Matematica dincolo de manual”
Editia a V-a - 05.04.2025
Barem de notare - Clasa a ll-a

Lo /A~ -6

24:3=8

- (2+4)x2=6x2=12

Q -2x4=8

6 +8+12+8 =34
Se acorda cate 2,5 puncte pentru fiecare operatie -------------=--=--=-=--=-----—- 8 x 2,5 =20 puncte
2.54 —> rasturnatul Tui 45, ... ..o i 5 puncte
31 > SCAZALOTUL....eouiiiiiiieiieeeee e 5 puncte
D-31=45
D=45+31
Dl TSRS 10 puncte
TOTAD ..ttt nre s 20 puncte
B.AF B X5 = 7 X 8 = 3 X B 15 puncte
AF 30 — 56 T 0. 6 puncte
A F30 = 0H56. . 1 punct
B F 30 b5ttt e et e e e e e nnree e 1 punct
B = 05 — 30 i 1 punct
R 1 TP 1 punct
TOTAL ..ttt nre s 25 puncte
4.139 — 13 =126 (baloane galbene)...........c.ovuiiiiiiiiiiiiiii e, 5 puncte
139 +126 +112 =377 (balaone umflate)...........cooooiiiiiiii e 10 puncte
274 14 =41 (baloane SPArte). ... ....co.eeuiinuiit i 5 puncte
377 —41 =336 (baloane Oferite)........c.ovuiiuiiit et eeeaaes 5 puncte
0 ] T s 25 puncte
Punctaj din oficiu: 10 Puncte
Total: 100 de puncte
Nota

e Se accepta si alte variante corecte de rezolvare. Pentru orice solutie corectd, se acorda
punctajul maxim corespunzator.

e Se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolvari partiale, in limitele punctajului
indicat in barem.


mailto:cmcsinaiaa@gmail.com
https://www.scoalageorgeenescu.ro/
mailto:scoalageorgeenescusinaia@gmail.com

Colegiul ,,Mihail Cantacuzino”, orasul Sinaia st *e, Scoala Gimnaziala ,,George Enescu”, orasul Sinaia
Calea Bucuresti nr. 40 Bulevardul Carol I, nr. 36, Sinaia, Prahova

Tel./Fax: 0244311931 i? 3‘2 ;el: (')/?44806155| /
cmcsinaiaa@gmail.com & ttps://www.scoal aqgorgeenescu_.ro
SINAIA scoalageoraeenescusinaia@amail.com

OALA &
& /"

Concursul ,,Matematica dincolo de manual”
Editia a V-a - 05.04.2025
Barem de notare - Clasa a ll1-a

1. predecesorul 1ui 3999 - 3908 ... ..o 3 puncte
cel mai mare numar par format din 4 cifre pare - mszu
8200 - 8+2+0+0=10................ 3 puncte
cel mai mic numar impar format din 3 cifre diferite - szu
103, 3 puncte
8200 4 103 = 8303 ..ottt 4 puncte
8303 — 3998 = 4305, ..ttt e 4 puncte
00 7 17 puncte
2.
e 1309 + (8907 -3098) =
1309 4+ 5809 = 7118 ..uriiiii i e e e e 4 PUNCEE
467444618 =029 . 2 puncte
® 4098 —3000 = 1008, ... ettt 2 puncte
O SA3T A 2342 =TT 70 e e 2 puncte
O T X B T 50 2 puncte
o 3427 +(2x9) =
BT + 18 = 34 e 4 puncte
@ (5705 —5673) 14 =32 14 = 8. i 4 puncte
9292 | 7779 | 7118 |3445 | 1098 |56 8
M A T I L D A
Matilda ... 5 puncte
771 25 puncte
3. Lunile de vara: iunie, iulie, august
funie: 1229+98= 1327 (COPIT)..uurintintant ittt et et e 3 puncte
Tulie: (1229 + 1327) + 913 = 2556913 = 3469 (COPI1).-eeeeerereeeeeeeeeeeeeeeeen, 6 puncte
AUGUSLE: 3469 + 578 = 4047 (COPIL)- vt nteneeneeneate et e e e 3 puncte
1327 + 3469 +4047 = 8843 (copiii au vizitat Sinaia in lunile de vard).................... 6 puncte

0 0] 18 puncte
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4.
P ot T = 28 Ll 1 punct
Tt A T B O 1 punct
P ot A T 2 i e 1 punct
P+T+A+P+T+A=351ei+231ei T281e1 cvovririiriiiiiiii i, 5 puncte
2 X (P AT A A) =80 o0t 5 puncte
Pt T A= B0 el 1 2 i e 5 puncte
o N 3 1 3 puncte
28 11t A = A3 Lottt 1 punct
AT A e — 28 1C0 et 1 punct
A=151ei (ACUArelele)..... ..o 1 punct
B T (o) Tt T T (< PO 1 punct
LI N [T N 1 PP 1 punct
T = 20 lei (tablou de PANZA)............ccoeoieiiiiieieeie et 1 punct
P 20 181 = 28 L1 1 punct
P =28 181 — 20 [81...eiieieeee e 1 punct
P=81ei (PenSUl)..........c.oooiiiiiie 1 punct
0 107 s 30 puncte
Punctaj din oficiu: 10 Puncte
Total: 100 de puncte
Nota

e Se accepta si alte variante corecte de rezolvare. Pentru orice solutie corecta, se acorda
punctajul maxim corespunzator.

e Se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolvari partiale, In limitele punctajului
indicat in barem.
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Concursul ,,Matematica dincolo de manual”
Editia a V-a - 05.04.2025
Barem de notare - Clasa a IV-a

1. Ana + Maria + loana = 53 de ani
Ana =15 ani

5x[326 + a x (36: 6)] +845 =2985

5x (326 + a x 6) = 2985 — 845

5x (326 +a x 6) = 2140

326 +ax6=2140:5

326 +ax 6 =428

ax6=428-326

ax6=102

a=102:6

a= 17 ani are Maria

15+17+1=53

32+1=53

| =53-32

| =21 ani are loana

Se acorda cate 2 puncte pentru fiecare operatie corecta..................... 6 x 2 puncte = 12 puncte
2.

Prima zi—1pe5

A doua zi — 1 pe 3 din rest

\

A treia zi 1 pe 4 din ce a ramas

|
| |
A patra zi 2 pe 3 din rest \—Y—J

12 pagini
Pentru reprezentarea graficad s€ aCOrda.............oviiiiiiiiiiii i 4 puncte
L R T T3 o 4§ 3 3 puncte
30+ 12 = A8 PAZINI. . iutititit e 3 puncte
I A (01 (11111 () P PR 3 puncte
B B B (0T T 101 3 puncte
T2 04 =18 (0 CINCIME) . ..\ttt et eeee et et e e e e e et e et e e e e e e e e eeeeneeaeanes 3 puncte
I8 X 5 =90 PaINi AI'€ CATLEA. ... ..etuttenttntett ettt et et et e e et e e e e e eaeeeenean 3 puncte

010 7 22 puncte


mailto:cmcsinaiaa@gmail.com
https://www.scoalageorgeenescu.ro/
mailto:scoalageorgeenescusinaia@gmail.com

Colegiul ,,Mihail Cantacuzino”, orasul Sinaia st %, Scoala Gimnaziala ,,George Enescu”, orasul Sinaia

Calea Bucuresti nr. 40 Bulevardul Carol I, nr. 36, Sinaia, Prahova
Tel.JFax: 0244311931 i? Tel: 0344806155
SINAIA scoalageoraeenescusinaia@amail.com

OALA &
& /"
)

VS3ns 55

cmcsinaiaa@amail.com https://www.scoalageorgeenescu.ro/

3.
e Tabara - Caraiman -1h—Babele -5h
L4 S M= 0 N 1 punct
6hx3km=18=km -Ziua L.......c.coiiiiii 2 puncte
e Babele - Varful cu Dor - 3 h — Pestera Ialomitei — 4 h
B34 =T N e 1 punct
Thx3km=21km- Zivaall-a.........coooiiiiiiiii e, 2 puncte
e Pestera lalomitei - Piatra Arsa — 2 h — Poiana Izvoarelor —2 h
2 i 2 M= 1 punct
e Poiana lzvoarelor — Tabard —4 h.........coooiiiiiii e, 2 puncte
A A N = B N e 1 punct
Bhx3km=24km—Ziua alll-a..........ccoooiiiiiiiiiii e, 2 puncte
e 18km+2lkm+24km=63km (total)...........ccovvriiiiiiiiiii 4 puncte
0 0] e 16 puncte
4.
Acuarele I I
Pensule _ 0 lei
Tablou de panza | ! I |
Reprezentarea grafiCa..............ooooeiouiiiiiiiicecee ettt 3 puncte
o o T 1< DO P 1 punct
Tt A = B8 L ettt 1 punct
P A = 13 el 1 punct
P+T+A+P+T+A=85lei+88lei+ 131el.cccccuviiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieea, 3 puncte
2X(PAHT A A)= 180 1.t 3 puncte
P T+ A= 180 1l 1 2., 3 puncte
P o T A =03 ettt e 2 puncte
85 181+ A = 03 L. ettt 1 punct
AT 03 18T — 85 o0 it 1 punct
A=8lei(acuarelele). ... ..o 1 punct
T B 1l = B8 o0ttt 1 punct
IR eI [T I U FO PP 1 punct
T = 80 lei (tablou de PANZA)...........ccoeiiiiiiiiiiieie e 1 punct
P A8 181 = 13 1Bttt 1 punct

P = L3181 — 8 1B 1 punct
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P =511 (PENSUIA)........ei ettt et nreenn 1 punct
280 lei : 7 segmente egale = 40 lei (pretul pensulelor).........c.occeeeeevieviiiiececieeieeieee e, 4 puncte
40 lei x 2 = 80 lei (pretul cutiilor cu aCUArele)........c.eceevveerieeiecieeieeieceee e 2 puncte
40 lei x 4 = 160 lei (pretul tablourilor de PANZA)...........ccceevveeierrierieeieiiee e 2 puncte
40 1€l 1 518l = 8 PENSUIE......coiiiiiee e 2 puncte
80 lei : 8 1ei = 10 CULIT CU ACUANEIE.........cveiiecie et 2 puncte
160 lei : 80 lei = 2 tablouri de PANZA........cccueeceercccecrncsensssecancsasssssssesssssassssssasssassasssasssasse 2 puncte
010 7 s 40 puncte

Punctaj din oficiu: 10 Puncte
Total: 100 de puncte
Nota
e Se accepta si alte variante corecte de rezolvare. Pentru orice solutie corecta, se acorda
punctajul maxim corespunzator.
e Se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolvari partiale, in limitele punctajului
indicat in barem.
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Concursul ,,Matematica dincolo de manual”
Editia a V- a — 05 aprilie 2025
ClasaaV-a

1.Care dintre numerele 124 si 26"’ este mai mare?

Prof. Adrian P. Ghioca -enunt partial

Solutie:

124™% = (1247)%° 51 2670 = (26%)7 .ottt 2p
1247 2 15376ttt ettt ettt ettt ettt ettt ettt ettt et eenas 2p

267 = L7576 ettt ettt ettt ettt ettt ettt ettt ettt s nen s 2p

Al doilea numar este mai mare decat PrimuUl.......c.ceei i 1p

2. 2. Rezolvati in multimea numerelor naturale ecuatia:

(X +1) + (x +2) + (X +3) +.......+ (x +1999) = 1999 + 1999

.
Solutie:
1999x +ﬂ= 1999 % 2000 ..oooooeeoeoeeeeeeee oo s e s es s 3p
1999( x + 1000) = 1999 * ZDDD L..ooeiii ettt ettt ee e et eaes 2p
X = 1000E N oooooooeeoeeeeeeeee oo e e oo e e e s oo 2p

3. Patratul unui numir natural N de dous cifre, scris in baza 10, este de forma N’ = ala + b)b, unde a,

a + b, b sunt cifre, iara #0.

1. Aratati ca a = b si a este patratul unui numar natural.
2. Gasiti toate numerele N cu proprietatea din enunt.

Prof. Adrian P. Ghioca — E: 6101 din G.M.B. nr. 1/1978.
Solutie:
1 N = LL0L08 A Bt ettt ettt ettt et ettt et et ettt et et e ee e 1p

Se cunoaste urmatorul rezultat: ,daca patratul unui numar natural este divizibil cu un numar prim,
atunci numarul este divizibil cu patratul acelui numar prim”.
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De aici rezulta ca 10a + b trebuie sa fie multiplu de 11. Pe de alta parte 10a + b reprezinta forma
generald a unui numar de doua cifre scris in baza 10. Tnsd un numar de dou§ cifre este multiplu de

11 daci cifrele sale sunt egale adici dacd a = b. In aceste conditii avem N’ = 11%a.
.......................................................................................................................................................... 2p
Din acesta ultima egalitate rezulta ca a este patratul unui numar natural..........cccceeeeeiiiiieeiicnneen.. 1p
2. Deoarece a este Cifra, avem @ £ {1, 4, O oo 1p
Din enunt rezulta ca a + b este cifra, adica 2a este cifra si deci a =9 nu convine..........cccuvveeee.... 1p
DYoL = B SR RRPPRPRIRS 1p

4. Fie m = ab si p = cd doua numere naturale, de cite doua cifre, scrise in baza 10. S3 se determine

aceste numere stiind ci m” = p.

Prof. Adrian P. Ghioca

Solutie:

Din relatia m” = p? rezultd c3 p este patrat perfect adicd p = k% K Natural......coeoeeeeeeeeereeerennan. 2p
Obtinem m? = k®rezulti m = k3. Darm = E, deCi M E{27, 64} 3p

Pentrum =27 rezultd P =9 Care NU CONVINE......ccciuiiie e e et e et e e e rre e e e e e entre e e e e ennaeeas 1p

Pentru m = 64 rezultd P = 16 CAre CONVINE....uiiiiieiieeeeieeeiee e esteeseeeseeeessaeesreeesteeessnbeeesneeesnneeas 1p
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Concursul ,,Matematica dincolo de manual”
Editia a V- a — 05 aprilie 2025
ClasaaVl-a

1. Fie multimea & © M, cu urmatoarele proprietati:
a) BEG;
b) dacaxE G ==6x+3 EG;
c) dacdbx+4ELG ==>xELG,
Ardtatica 7 € G si 1969 € G,
Victor Ducu-Ghioca, student, Sinaia
Solutie:

DN EG==6"06+3E0 =390 =0T +2EG =T Eluiiieieeeeee e 3p

Mai mult,
TEG=—R"T+3EG =45 ==0p"45 +3EG=2T3 G ==0"27T3+3 G ==1Rd1E
G=—6-141+3 G =980 c G =5-1969+4 e =199 &

2. 53 se arate cd pentru orice numér naturaln € M, n = 1, numarul

36.‘1_5.‘1+‘__-l-.r_22.‘1+‘._32.‘1+‘._5.‘1

A= este numar natural.
EL5M—1.1G427+2.150

G.M.B. nr. 5- 6/1988

Solutie:
36M-5M5-7—22M.2.3703.5%  (3g-5)"35—(2%3%5) 6
A=—— ——— = e et e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e te e et ee e s ennaeaan 4p
EML5M-5—1.194+2M.2-3M.57 B (65)"+(235)"2
180%(35-6)  29-180" .
= — 1% — = =3 - =5|5 EP ...................................................................................................... 3p
307 Z+2) Z 3gn

Z 3

, . 3
3. Sd se determine numerele naturale n pentru care avem: < — < .

G.M.B. nr. 1/1984

Solutie:

.. . - . & _ &
Aducem fractiile la acelasi numarator obtinem B0 T EgE g 3p
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OBEINEM 20 < 3N K AD..eeeeeeeeeeeeeeeeeeee et e ettt et e et st s st es e e e e s et et eeet et eesees s s eneseseeeeeeeas 3p
Dar n este numar natural deci n = 3 este solutie UNICa........c.cccveeiiiiiiiii i 1p

4. Fie O centrul cercului circumscris unui triunghi ABC. Cate grade are unghiul £E0C dac3 in triunghiul

ABC inaltimile duse din varfurile B si C se intersecteaza in O?

G.M.B. nr. 6/1989
Solutie:
Daca O este intersectia Tnaltimilor din B si C atunci O este ortocentrul triunghiului............cccoeeee.. 2p

Cum O centrul cercului circumscris triunghiului inseamna ca O este intersectia mediatoarelor, deci

triuNghiul @5t EChIIAtEIral.. .o i e e e e e 2p

Tn3ltimile sunt si bisectoarele triunghiului. Deci m{(Z0BC) = m(ZOCB) = 30° ...ooooovvvcveern., 2p

FINAl TLLEBOEC) = L1207 oottt e et e et eee e ese e se s et eee e eseeeese e eeens 1p
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Concursul ,,Matematica dincolo de manual”
Editia a V- a — 05 aprilie 2025
Clasaa Vll-a

1.a) Aratati c3 exista n € M astfel incat (10 - x)'n-2-|10—x| =0, oricare ar fi xE M , x = 10,

b) Pentru x € B, x = 10, aratati c3 exist3 zece numere X1, X, . X10 © M, astfel incat

X = (Xg + X Feeeenat X10) = X1 "X "o, " X10 -
Prof. Adrian P. Ghioca, Olimpiada locala 2003

Solutie:

a) |10 —x| =10 - x pentru

Ecuatia deving (10 =X )(N = 2) = 0ereeieeeeierieeeteetet ettt e et e ettt e et e e s te e e sbeeeenteeesbeeeenbesseseseseenasereaesrennans 1p

Decin =2 care

(oo 0 1V7T o 1= TR 1p
b) PULEM 1UA X1 = X Si X3 = X3 =eee.= X10 = Dureeteieceeeeietettettee ettt e e e ettt e e et e e e e eta e e e e e sara e e eesaeeteetestesaennennenns 2p
VL= g1 (o =T TSSO RTRRO 1p

] .7 [ .7 f .2
2. Fie E1=ﬂ|'[1—~...’3} +ﬂl{1—f2} +ﬂl{2 +4/5) s

E, =+/450 ++/300 ++/180
a) Demonstrati ci E; =+4/2 +4/3 +4/5.
b) Dovediti ca E, * E, = 270.

Prof. Adrian P. Ghioca

Solutie:

) E1 =03 = L 2 — L 2 4 Gt 2p
B =0 2 0 3 0 ettt ettt 1p

B)Er By = (V2 4+ V3 HVE)(15VZ F 1043 4 65 e 1p

— — —. . 30 30 30.
El'E2=(*-.-'2+*-.-'3+*-.-'5J"LW_—?+—:+_—E} ........................................................................................... 1p
= W

VI
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= = =1 1 1
=30(V2 W3 F VDI o = =) T 270t s 2p
WZ 43 4B
(Se stieca x +i= 2,(¥)x =0)
o

3. 53. Sa se rezolve in multimea numerelor intregi ecuatia:

(xﬁ+10)(|§|—3)(|x|+4)=0

%k k%

Solutie:

Se disting trei cazuri:

—10+3 )

Cazul I: x = CANE MU CONVIME . iiiieiiee e et e ee ettt s e s e s e s eeeeeeaaaaaaaeseeeeesenesenerenees 2p
CazUl 11: X = 5 12 CAr@ CONVIN..ctiiiiticeeicteete ettt ettt ettt et e ete et e teebe et e beeeaeeteeebeeteeereenreereensenns 2p
Cazul HH: IX 1=-4Care NU are SOIULIi...c.ueeeecueiieeeciieee ettt e et e e ebae e e e esrae e e e eeabaeeaeeans 2p
Finalizare — solutiile intregi ale ecuatiei sunt X £ {12} ..o 1p

4. Determinati masurile unghiurilor triunghiurilor isoscele in care o latura este dublul Thaltimii
corespunzatoare.

Prof. Adrian P. Ghioca — E:8248 din G.M.B. nr. 3/1984

Solutie:
Vom distinge 3 cazuri:

I.  Daca triunghiul ABC este dreptunghic isoscel m(<4) = 90° atunci indltimea din A este

jumatate din ipotenuza. Din acest caz, unghiurile triunghiului sunt
m(<£A4)=90°, m(Z£B) = m(«C) =

[l.  Daca triunghiul ABC este isoscel in A cu m(<£4) < 90° atunci indltimea din varful A este
mai mare decat ? (In triunghiul astfel obtinut, unghiul din varful A este mai mic de

45°), deci rdmane cazul inadltimii BD, D € AC. Din ipoteza, in triunghiul dreptunghic

BDA avem BD = Aﬂ—c = ﬁ, deci m(£4) = 30° si m(<B) = m(¥LC) = 75°. Deoarece

triunghiul este isoscel, obtinem un rezultat identic daca consideram inaltimea din
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1. Daca triunghiul ABC este isoscel in A cu m(<4) > 90° atunci printr-un rationament

similar celui de la cazul I, obtinem m(<£4) = 150° si m(ZB) = m(<LC) =
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Concursul ,,Matematica dincolo de manual”
Editia a V- a — 05 aprilie 2025
Clasaa Vlll- a

1.Fie By =4 — 2434+ /3 — 242 + /9 + 445 si E, = 4250 + /300 ++/180.
a) Demonstrati cd E; =42 +/3 +4/5.
b) Dovediti ca E; " E, # 270.

Prof. Adrian P. Ghioca

Solutie:

) E1 =43 — L A 42 — L 2 Gttt 2p
B 0 2 0 3 0 ettt 1p
B)Er By = (WZ 4B HB)(15VZ 4+ 1043 4 65 ettt ee e 1p

= = = .30 30 30
Eir B = (W 3 a0 o o o) e 1p

W2 43 45

- = =1 1 1. .
S30(WVE2F VI U0 = = F =) 270 s 2p
V2o 43 +'5

2.a) Aratati cd (a—b)(a® + ab + b?) = a> = b, oricare ar fi numerele reale a si b.
b) S& se arate cd numarul (2k + 1) - (2k - 1), k € Z este suma a trei pitrate perfecte.

Enunt partial si modificat - Prof. Adrian P. Ghioca

Solutie:
a) Calcul
.................................................................................................................................... 2p
b) (2k +1)*- (2k - 1)* = 24k*+ 2
................................................................................................ 2p
2 1BKZ K FAK +1 4 K% = AK H Lot et et es et eeet et et ese e e et eeeeas 2p
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3. Daca x, y, z sunt trei numere oarecare din intervalul [1, ©2), sa se determine valorile lui m astfel

incat valoarea numerica a expresiei
E(x,y,2, m)=Xxyz-xy—yz—2x+Xx+Yy+2z—msafie un numar tot in intervalul[ 1, c=).

Prof. Adrian P. Ghioca E:6580 din G.M.B nr.6/1979

Solutie:

Expresiasescrie E(X,y, 2, M) = (X = 1) (Y = 1)(Z - 1) + 1 = Mourrriiiiiiiee e e 2p
Deocarece x = 1, rezultd cax-1 =0,y -1 Z0SiZ-1 = 0urervcrieeeeeciiie et 2p
DECH (X = )Y m A)(Z = 1) 22 0ureeeeeeieeee ettt et e et e e et e e e et e e e e e e aeae e e e e eataaeeeeerreaaeaaanes 1p

Pentru ca expresia data sa aiba valoarea numerica mai mare cu 1, trebuie ca
g T I Yol g TR = = 8L OO 2p
4. Fie A, B, C, D patru puncte distincte necoplanare. Daca AB L (BCD),
BE L AC,E€ (AC), BFL AD, F € (AD), demonstrati c3 AF L (FBE) daca si numai dacd BC L CD.
Prof. Adrian P. Ghioca - E:11742, G.M. nr. 3/1999, pag 134
Solutie:

Aplicand teorema catetei in triunghiurile dreptunghice ABC si ABD
. 2 AE  AF f ;
(AB L BCsi AB L BD) avem AB” = AE - AC =AF - AD =}~E = =AMAEF ~AADC =
N L s 1 TR 3p

,, = "Dacd AF L (BEF) =>AF L FE = m (< AFE) = 90° = (conform (1))m{<+ ACD) = 90°
= AC L DC.Din AB L (BCD)si AC L CD (reciproca teoremei celor 3 perpendiculare) rezulta

,»="Daca BC L CD, din teorema celor 3 perpendiculare rezultd cd AC L DC =
m(+ ACD) = 90° = (Conform (1)) m(% AFE) = 90° = AF L FE.

Din AF L FB 5i AF L FE rezUltd AF L (BEF) cuueeiieeiiee ettt e et e e e e e e e e naaeeaean 2p
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3. Daca x, y, z sunt trei numere oarecare din intervalul [1, ©2), sa se determine valorile lui m astfel

incat valoarea numerica a expresiei
E(x,y,2, m)=Xxyz-xy—yz—z2x+Xx+Yy+2z—msafie un numar tot in intervalul[ 1, o2).

Prof. Adrian P. Ghioca E:6580 din G.M.B nr.6/1979

Solutie:

Expresiasescrie E(X,y, 2, M) = (X = 1) (Y = 1)(Z - 1) + 1 = Murrrriiiiiieeeeceeee et 2p
Deoarecex =1, rezultd cax-1 Z0,y-1 Z0SizZ-1 Z0.iiiiiiiiiiiiieeee e 2p
Do I O T Y ) | ) T O PRSP 1p

Pentru ca expresia data sd aiba valoarea numerica mai mare cu 1, trebuie ca
O g T I Yol o TR = =8 PO 2p
4. Fie A, B, C, D patru puncte distincte necoplanare. Daca AB L (BCD),
BE L AC, EE€ (AC), BFL AD, F € (AD), demonstrati ca AF L (FBE) daca si numai daca BC L CD.
Prof. Adrian P. Ghioca - E:11742, G.M. nr. 3/1999, pag 134
Solutie:
Aplicand teorema catetei in triunghiurile dreptunghice ABC si ABD

AE AF
(AB L BCsi AB L BD) avem ABZ:AE'AC=AF'AD;‘~E = = A AEF ~A ADC =

R Vo = L od o N ) TSSO 3p

,, = "Daci AF L (BEF) =AF L FE = m(% AFE) = 90° = (conform (1))m (< ACD) = 90°
= AC L DC.Din AB L (BCD)si AC L CD (reciproca teoremei celor 3 perpendiculare) rezultd

,»=—"Daca BC L CD, din teorema celor 3 perpendiculare rezultd cd AC L DC =
m(+ ACD) = 90° = (Conform (1)) m(% AFE) = 90° = AF L FE.

Din AF L FB si AF L FE rezUltd AF L (BEF) coueiieieiieee ettt et e et e e e e sarana e 2p
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Concursul ,,Matematica dincolo de manual”
Editia a V- a — 05 aprilie 2025
ClasaalX-a

+ +1
1. Fie ecuatia [Iﬂ E] = IT ;aeR.

a) Sa se rezolve ecuatia pentru a = 1.
b) S& se determine a € & stiind cd multimea solutiilor este S={—1,2}.
prof. Adrian P. Ghioca, enunt partial, Olimpiada locala 2000
Solutie:

) x+1 x+1
a) Pentru a = 1 obtinem [T] T T e e e e e e e e et ——— e e e i ——eeeaa———aeeeaaa—aeaeeatrraaaann 1p

L3}

Notam 1";1 =y, vEL=x =3y — 1. Ecuatia devine [DT"] =

Obtinem ¥ € {0,1}

DECTE £ L, 2ttt ettt ettt 3p
b) Pentru X = -1 58 0BEINE @ € [1,3 ]ttt ee e 1p
PENtrU X =2 5€ OBTINE @ £ [0,2)o.eeoeoeeeeeeeee ettt et et s eaeae e e et eeennaes 1p
DECH & E [, 2ottt ettt et ettt a ettt et e ettt e ettt et et e e e e et et e 1p

2. Demonstrati ca oricare ar fi numerele reale a si b exista relatia
2°|(a=b)(1+ab)| =(1+a°)(1+b’).

prof. Adrian P. Ghioca, enunt partial

Solutie:
2-| (a=b)(1+ab) | =2-/(@a—B)E(1+ ab)? = - e e 3p
2 (4 @) 1 A 02 et eee e et ne ettt ettt er e e et et et et s eee s e enreee 3p

Egalitate obtinem cand

(a—b)*=(1+ab)’,adici|a-b|=|1+ab|=a-b=F(1+ab)ueeerrerereen.. 1p
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3. Sa se determine o conditie necesara si suficienta pe care trebuie sa o indeplineasca numerele reale
a si b (a # 0) astfel incat multimea solutiilor ecuatiei

ax’ +b|x| +a’—b>=0,x £ R s3 aibd un singur element.
Prof. Adrian P. Ghioca
Solutie:
Se observa cd, daca @ este o solutie a ecuatiei date, atunci si — @ este solutie =

aa’+b|a|+a’=b =al(—a)?+b| =@ | 37 = D7 = 0o 2p
Pentru a avea o singura solutie este necesarca® = —t = & =0
Tnlocuind in ecuatia dat3 obtinem a>—b*=0.

Sa aratam ca aceasta conditie nu este suficienta.

A —b’=0(a—b)(a+b)=02a=DSAUA = Duurrroeeeeeeeeeeeeeee e 2p
Pentru a = - b ecuatia devine ax’—a |x| =0 <> |x| =0si [x| -1=0

S XE{-1,0,1},dECH NU CONVING....ooiieireete ettt et et rr e e e e e e e e e e abrae s s aeraenaeenee e 1p
Pentrua= b ecuatia devineax’+a |x| =0< |x| =0si x| +1=0=x E{0}........... 1p

Ramane c3, o conditie necesara si suficienta pentru ca ecuatia data sa aiba o singura solutie

este a = Db, caz in care multimea solutiilor Seste S = {0}...coveoce e, 1p
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Concursul ,,Matematica dincolo de manual”
Editia a V- a — 05 aprilie 2025
ClasaaX-a

1. Fie f(z) = 2> +a |z| + b, z € C. 53 se determine a si b astfel incat f(1) = f(2) = 0 si apoi sa se afle toate

valorile lui z pentru care f(z) = 0.

Prof. Adrian P. Ghioca, E: 18369 din G.M.B.

Solutie:
Din f(1) = f(2) = 0 rezultd a = -3 si b = 2. Atunci ecuatia devine 22 —=3|z| +2=0.eveeeveeeeereeen. 1p
Fiez=x+vi, x, y € R, o solutie a ecuatiei. Se obtine x> —y*- 3/x% +v*+2=0si xy = 0.......... 1p

Dacdx=0siy*+3|y|-2=0

—3+yT7

care convine

a) Pentruy>O0rezultay=

-

3—4/17

b) Pentruy<Orezultdy=

-

[ol0] 014 o PR PPPPPRRR 2p
Dacdy=0six’—3|x|+2=0

a) Pentru x>0 rezultd x; = 1 si x, = 2 care convin
b) Pentru x <0 rezulta x; = -1 si x, =-2 care convin

—3417 3—/17
II ZZ = -

Deci in final obtinem z; = 1,23=1,24=2,25=-1S1 2= -2ecrrreeecieeeecrireeenns 1p

2. Fie functiaf: B = R, f(x) = 2x* — (1 + sin& + cos@)x + sine, & € (g&)

a) Transformati in produs f(sin ).

b) Demonstrati cd ecuatia f(x) = 0 are radacini reale distincte.
Prof. Adrian P. Ghioca

Solutie:

a) f(sin &) = 2 sin” @ — (1 + sin& + cost) sin& + sin& = sin’> & — sintcos = 2 sine sin(a - ) ....... 3p

b) & € ILDE} rezultd sin(a - ) < 0 si sina > 0

deci f(sin @) = V2 sina sinfa - E) =2 0 = punctul A(sint, f(sinix)) se afld in cadranul al IV-lea....... 2p
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.. .2 - A~ ..
Cum coeficientul lui x” este 2 > 0 rezulta ca parabola are varf minim.........cccooceeeeiiie e, 1p

De aceea parabola taie axa Ox in 2 puncte distincte adica ecuatia f(x) = 0 are doud radacini reale
o 11 a1 [o] <D UESPPR 1p

3. S& se rezolve inecuatia |Ilogy[‘l + cosx) - log,(1 + sinx) < 0,x €[ 0, 27].
z

Prof. Adrian P. Ghioca

Solutie:
1+ CoSX = 0 *E LG‘ETI;_ )

Se pun conditiile de existent3 lﬂg'i‘;l +c05x) = 0 = x € [E! T] = N 3p
1+s5inx>=10 x e [0,27] — [E‘;—F}

XE [2 700 U (70, 25) (1) oreeeeoeoeeeeeeee e eeoseeeee e sesoosseee e ssesosseees e sosoneeeeeee 1p

Dar pentru ca un produs sa fie nenegativ implicd log,(1 + sinx) < 0
AdICE 1 4 SINE 1 =3 X 8 (T0, 270 (2)e oot ee et ettt eee et eee e e et eeeeee e e eneees 2p

Din (1) si (2) se obtine x £ (n,?) ................................................................................................ 1p

4. Fie numerele n, = abcabc sin, = d00d, unde a, b, ¢, d sunt cifresia# 0, d 2 0.
a) Dovediti cd 4/n4 nu poate fi numar natural.
b) Determinati toate numerele n; si n, astfel incat 4/ny + 1, sa fie numar natural.

Prof. Adrian P. Ghioca (enunt partial)
Solutie:

2) Mg = 1001ABE = 711 13" @BConeieoeeoeoeeeeeeeeeeeeeee oo e s ee e ee e e s s s e e e 1p

Pentru ca n; sa fie patrat perfect este necesar ca numarul abc s3 se dividd cu 7:11+13 = 1001

ceea ce este imposibil pentru ca 1001 >
b) n; + n, = 1001(abc + d).
Pentru ca ny + n, sa fie patrat perfect este necesar ca abc +d = 1001- k?, k numar natural

Dara, b, ¢, d sunt cifre = k> = 1. DeCi @BC + d = 1001 ...v.oeeveeeeeeeeeeeeeeeseeeeeeeeereeseeseresseresresans 2p

Cel mai mare numar de trei cifre este 999.
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Daca 999 + d = 1001 rezulta d = 2, n; =999999, n, = 2002

992 +d =1001 rezultda d =9, n; =992992, n, = 9009
Exista 8 perechi de numere (ny, n,) astfel incat /n; + n, este numdr natural. Pentru fiecare

pereche 4/n; +n,;=1001
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Concursul ,,Matematica dincolo de manual”
Editia a V- a — 05 aprilie 2025
ClasaaXl-a
szz EE E—x
1. Aflati x € R pentru care determinantul A= | g2 eZ¥ E_xz < 0.
E—x E—xz —4
% % %
Solutie
A= D 42 L3 e 2
Notim e* **72 =t = 0 si inegalitatea devine t*> — 3t + 2 < 0 care descompune in
(= )2 (4 2) 20 ettt ettt ettt et et ettt a e et et et ettt e e eeeneneneens 3p
Dar(t—1)°20sit+2>0.DeCi (t=1)2=0, a0iCH = 1 coovieeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e 1p
Revenind la notatie obtinem ecuatia X* + X —2 = 0 cu s0IUtiile X € {-2, 1} wovrvevveeeeeereeeereeenan. 1p
2. Fiemultimea M = {X e M3 (R) | X* — X — 61, = 0,).
Demonstrati ca, daca A € M atunci matricea A este inversabila si A= é (A—1I5).
-
Solutie:
Din relatia data si AE M se 0bting A(A - 12) =6l ceeeiiiiieie e 2p
Trecand la determinati obtinem detA - det(A —I;) = 36 # 0. Deci detA # 0, adica matricea A este
[La N =TT L oY1= P UPPPRUU 3p
Tnmultind relatia datd A> — 4 — 61, = 0, cu A" se obtine A™* = % 1 Sl £ 2p

Observatie:
- ultimele 2 puncte se pot acorda si prin verificarea lui A™ in definitia inversei unei matrice
sau din relatia A© — 4 = 61,

3. S& se studieze convergenta sirului (X, ), ep# stiind ¢ x1 =0, X2 = 181 2Xq-2 = Xn — Xn-1,

oricarearfin € N*.

% %k %

Solutie:

Relatia de recurenta devine x, — X, -1 - 2Xn.» = 0. Ecuatia caracteristica atasata este rP—r-2=0
CU SOIULITE 11 = =0 Si 19 = 2 et e e e e e e e e e e e e e s e s ennaarasbereeeeeaaaaens 2p
Termenul general al sirului este x, = A(-1)" + B-2", unde A si B sunt numere reale care se

SV N . 1. 1
determina din termenii dati x; six; = A= 35 B =2
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21—y
Termenul general al sirului este X, = f ......................................................... 3p
Limita sirului este @ , deci sirul (X,, ), i+ €5te dIVErBeNt c.cvvvvvieceeeeieieieeesee e, 2p
4.Calculatilimita L= lim___(avVx+ 1+ by4x + 1+ c/9x + 1).
%k %k k

Solutie :
| 1 f 1 f 1
L:]'inl:.t‘—i*ﬂcﬁl':x(aﬂqll_;_ b‘\qldl-_;_ Cwlg_;:l:
lim,_, . vx(a+ 2b+ 3¢) =
{c:c- a+2b+3¢c =0 3
00, @k 2b A Bo QU p

Dacaa+2b+3c=0=a=-2b-3c
AtunciL=lim . [b(x/4x+1 - 24yx + 1) + (39 + 1 — Ix +1)=
. —3b —8c
il_I}I&C e vﬁ—zvﬁ) = e 3p
o, a+2b+3c =0

DeciL=[ 0, a+2b+3c =0 1p
—oo, a+2b+3c <0
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Concursul ,,Matematica dincolo de manual”
Editia a V-a — 05 aprilie 2025
Clasaa Xll- a

x + sina-y cosa —+/2) -y ,. ,.

1.FieG:{A(xJ}-‘]=( ¢ ( v2) })lxl}-:aelﬂ,x‘ﬂ-":&ﬂ}
{cosa++2)-yv x—sina-y

Demonstrati ca (G, *) este grup .

Prof. Adrian P. Ghioca — enunt modificat

Solutie:

Se verificd imediat cd G este parte stabild Tn raport cu inmultirea matricelor........ccccceeeeviiiieiieinnnen. 3p
Asociativitatea se transmite ereditar Th partile stabile.......cccocviiiiiioiiiii e 1p
E1EMENTUI NEULIU ESTE |guriiiiiiiiieeieiiiie et e e et e e e s e e e s st e e e e e s bt aeeeesssaebeeeeennnneeas 1p

Cum pentru orice matrice A € G, det A = x? + y% = 0, rezulta cd toate matricele sunt simetrizabile,

ECH (G, 1) BT BIUP . cuureieiiiiriie ettt ettt et e e e et e e e e etaee e e eettreeeeeeebaeeeeeataeseeeasaaeeeseesteseseeesasreseeeanes 2p
2. Fie a= 1. Pe multimea M = [0, =) se defineste legea de compozitie

xty =log (a* + a¥ — 1). S3 se arate cd (M, *) este monoid comutativ.

Solutie:

(000 3 0 {01 = 1)V =) PSR PPPSPPPPPPPPP 1p
FAX Yo Lo 1=} A7 - =TSP 3p
Element NEULIU € = 0 Care CONVINE...uiiii ittt e e et re e e e e e e e e e ae e e e e e e e e s s s saanntaraeeeeaaaeaaeeeaanns 2p
Deci (M,#) este MONOI COMULATIV......coiiiuiiiiiiiei e e e e e e e e e e e abra e e eeeeeeeeeaneees 1p

3.Fief: (2, c0) = R, f(x) = [lcg[x] x] Aflati primitiva F: (2, o) = R a functiei f, stiind ca F(-1) =0 (am

notat [t] partea intregd a numarului t).

Prof. Adrian P. Ghioca
Solutie:
Fie [x] =k, k numar natural nenul > 2. AtUNCIE K S X <K+ Luiiiiiiiiiiiiii e 2p

Rezultd cd log[,; x = logy x € [1, 2), de unde conform monotoniei functiei logaritmice obtinem
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REZUIEA C8 F(X) = | A = X 4 Correeeeeeeeeeeeeeeeeee et ettt et et e ses et et et eseeeseeeneeeeanes 1p
Din F(-1) =0 se obtine C=1, deCi F(X) = X+ Liriiiiiiiiiie ettt e ettt e et eeraa e e e e eaanaeeens 2p

4. Fie functia f: [0,1] = R continud astfel incat _fulf(t}dt = 0. Dovediti c3 exista ¢ € (0,1) astfel
ncat f;f(t}dt = flc) - ctg(c).

Victor Ducu-Ghioca, student, Sinaia

Solutie:

Fie functia auxiliard g: [0,1] = R, g(x) = cosx- ij{r}a‘r ........................................................... 2p

Cum g(1) = g(0) = 0, rezultd din teorema lui Rolle c3 existd cel putin un ¢ € (0,1) astfel incat

r
Dar g'(c) = (cnsc . _,I?f{r}dt) = —since - _,Iq:f{t}a't+ cosc: flc) =0==

cosc- fic) =sinc - _Jj Flt)dt === _,I? fit)dt = f(c) - ctg(c), ceea ce trebuia demonstrat .....3p
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